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Las! características! propias! del! proceso! de! construcción! de! una! curva! fractal! permiten! abordar! el! problema! de! la!
construcción!del! infinito!matemático,!ya!que!en!este!contexto!es!posible! identificar!procesos!iterativos!infinitos!así!
como! los! objetos! que! trascienden! de! dichos! procesos.! En! este! trabajo! se! usan! los! elementos! de! la! Teoría! APOE,!
estructuras! y!mecanismos,!para! realizar!un!análisis! sobre! la!manera!en!que!estudiantes!de!posgrado,!maestría!en!
Matemáticas!y!maestría!en!Educación!Matemática,!construyen!curvas!fractales!como!objetos!trascendentes!a!partir!






The!own! features! of! the! construction!process! of! a! fractal! curve!deal!with! the!problem!of! the! construction!of! the!
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analizadas! a! partir! de! herramientas! tecnológicas,! sino! que! puede! ser! utilizada! como! un! contexto! que!
permite! analizar! la! naturaleza! dual! del! infinito! matemático:! infinito! potencial! e! infinito! actual.! Por!
ejemplo,!a!través!de! la!construcción!geométrica!de!curvas!fractales!debido!a! la!transformación! iterada!
de!una!figura!inicial!que!puede!ser!descrita!en!términos!de!procesos(iterativos(infinitos,!que!en!miras!a!
dar!respuesta!a!un!cuestionamiento!sobre!alguna!característica!propia!del!objeto!que!se!obtiene!cuando!
esta! transformación! es! completada! (el! fractal),! debe! tomar! en! cuenta! la! situación! límite! del! proceso!
iterativo.!!!







El! producto! principal! que! genera! una! investigación! realizada! a! través! de! la! teoría! APOE! se! denomina!
descomposición(genética,!la!cual!es!un!camino!cognitivo!viable!de!construcción!de!un!concepto!o!noción,!





















La! teoría! APOE! tiene! como! requisito! estructuras! construidas! previamente! por! el! individuo.! Como! se!
muestra!en!la!figura!1,!el!individuo!realizará!acciones!sobre!un!objeto!cognitivo!construido!previamente,!
estas!acciones!se!caracterizan!por!ser!explicitas,!consecutivas!y!guiadas!por!instrucciones!externas.!Si!el!






coordinación! de! dos! o!más! procesos! previos,! es! posible! obtener! un! único! proceso! el! cual! puede! ser!
encapsulado!en!un!objeto.!Si!un!individuo!que!se!encuentra!en!una!concepción!objeto!de!un!concepto!
matemático,!requiere!volver!al!proceso!que!la!originó,!podrá!aplicar!el!mecanismo!de!desBencapsulación!
y! de! esta! forma! obtener! dicho! proceso,! el! cual! podrá! ser! coordinado! con! otros! procesos! (Para! más!
detalles! sobre! aspectos! específicos! de! la! Teoría! APOE,! revisar! Arnon,! Cottrill,! Dubinsky,! Oktaç,! RoaB
Fuentes,!Trigueros!&!Weller,!2014).!




resultados! alentadores! para! la!Matemática! Educativa! y! también! contribuyendo! directamente! sobre! el!
desarrollo!de!la!teoría!misma,!ya!que!algunos!elementos!teóricos!que!se!consideraban!tradicionales!han!
ganado!especificidad!en!el!estudio!del!infinito.!Dubinsky,!Weller,!McDonald!y!Brown!(2005a;!2005b)!han!
identificado! a! las! estructuras! proceso! y! objeto! como! las! correspondientes! estructuras! cognitivas! del!
infinito! potencial! y! actual,! respectivamente.! Además,! estas! estructuras! no! son! los! procesos! u! objetos!
“tradicionales”,!los!procesos!son!procesos(iterativos(infinitos!y!los!objetos!son!objetos(trascendentes!que!
no! son!el!último!elemento!del!proceso,!en!cuanto!no!conservan!características!del!proceso!que! le!dio!
origen! (Brown,!McDonald!&!Weller,!2010).!Esto!ha!hecho!que!sea!necesario!el!estudio!de! la! forma!en!
que!un!proceso!iterativo!infinito!pasa!a!ser!un!objeto!trascendente,!dado!que!el!mecanismo!tradicional!
de! encapsulación! parece! no! ser! suficiente! o! incluso! puede! obstaculizar! la! construcción! de! los! objetos!
trascendentes!asociados!al!infinito.!(
RoaBFuentes! (2012)! propone! un! nuevo! mecanismo! denominado! Completez! (C),! como! una! versión!
refinada! del! mecanismo! encapsulación,! que! permite! al! individuo,! a! través! de! un! conocimiento!
consciente!de! algunos! conceptos!básicos!de! la! teoría!de! conjuntos!de!Cantor,! ver! el! proceso! iterativo!
completo!sin!necesidad!de!analizar! la! situación!en! términos!del!último!elemento!obtenido!a!partir!del!
proceso;!de!tal!manera!que!el!individuo!podrá!imaginar!las!características!del!objeto!trascendente,!aun!si!
este! objeto! no! puede! ser! representado! explícitamente.! En! contraste,! una! nueva! estructura! fue!
propuesta!por!Dubinsky,!Arnon!y!Weller!(2013),!esta!estructura!denominada!Totalidad!es!ubicada!entre!
el! proceso! y! el! objeto,! y! permite! al! individuo! ver! el! proceso( iterativo( infinito! como! una! entidad.!
Tradicionalmente,! la! capacidad!de! ver! el! proceso! como!una! totalidad! y!de!aplicar! acciones! sobre!esta!
totalidad!correspondía!a!una!concepción!objeto,!sin!embargo!en!este!estudio!se!encuentran!evidencias!




empíricas! que! señalan! que! aunque! un! individuo! pueda! ver! un! proceso( iterativo( infinito! como! una!
totalidad!esto!no!necesariamente! implica!que!pueda! realizar!acciones! sobre!ésta,! lo! cual!muestra!que!
cada!una!de!estas!capacidades!corresponden!a!estructuras!diferentes.!!
Hemos! considerado! que! la! estructura! Totalidad! se! hace! evidente! cuando! el! contexto! requiere! de! la!
aplicación! de! acciones! sobre! el! proceso( iterativo( infinito( completo,! en! el! caso! de! la! construcción! de!
curvas!fractales!no!requerimos!de!la!aplicación!de!dichas!acciones.!Por!tal!motivo!el!análisis!preliminar!
en! nuestra! investigación! se! ha! realizado! tomando! en! cuenta! el! mecanismo! Completez,( como! el!




La! Teoría! APOE! propone! un! paradigma! de! investigación! compuesto! por! tres! componentes:! análisis!





investigación! se! propuso! estudiar! la! forma! en! la! que! un! individuo,! que! ha! estado! bajo! formación!
matemática! fuerte! pero! tradicional,! construye! el! infinito! matemático,! cómo! usa! su! intuición! y! los!
conocimientos!adquiridos!a!lo!largo!de!su!vida!académica.!!!
En!nuestra!investigación,!la!primera!componente!del!método!de!investigación!hace!referencia!al!análisis!
histórico! y! epistemológico! del! infinito! en! diversos! contextos,! específicamente! en! un! contexto! de!
paradojas!y!un!contexto!de!construcción!de!curvas!fractales.!Además,!hemos!tomado!en!cuenta!nuestra!
experiencia! en! el! aprendizaje! y! la! enseñanza! de! conceptos! y! tópicos! relacionados! con! el! infinito!
matemático,!en!cursos!de!cálculo,!álgebra!lineal,!análisis!matemático,!como!en!teoría!de!conjuntos;!todo!
esto!aunado!a!los!principales!aportes!de!algunas!de!las!investigaciones!más!resaltantes,!principalmente!






y! Licenciatura! en! Matemáticas,! y! el! otro! es! egresado! de! un! programa! de! ingeniería.! Esto! nos! ha!
permitido! tener! una! población! con! una! variedad! importante! en! cuanto! a! instrucción! matemática! se!
refiere,! este! aspecto!está! siendo! tomado!en! cuenta!en!el! análisis! de!datos! y!nos!permitirá,! de! alguna!
forma! inferir! si! la! instrucción! matemática! está! directamente! relacionada! con! las! construcciones! que!
desarrollan! los! individuos! cuando! se! enfrentan! al! infinito! matemático.! Por! otra! parte,! con! entrevista(
didáctica! nos! referimos! a! una! entrevista! que! busca! motivar! la! reflexión! del! individuo! en! pro! de! la!
construcción!de!estructuras!que! le!permitan!a! los!estudiantes!abordar!coherentemente!cada!situación!





preliminar!de!tal! forma!que!se!obtenga!un!camino!verás!de!construcción!de! la!noción!de! infinito!en!el!
contexto!de!la!construcción!del!triángulo!de!Sierpinski!avalado!por!datos!empíricos.!!










curvas!que!preceden!el! triángulo!de! Sierpinski.! ¿Cuál! es! el! perímetro!del! triángulo!de! Sierpinski?!
(Adaptado!de!Sabogal!y!Arenas,!2011)!
El! triángulo!de! Sierpinski! es! el! estado!al! infinito!de!una! trasformación! iterada!que! se! realiza! sobre!un!




Dado! al! planteamiento! explícito! del! proceso! iterativo! que! permite! generar! el! triángulo! de! Sierpinski,!






















La! imposibilidad! de! seguir! representando! de! forma! gráfica! el! proceso! generador! y! la! necesidad! de!
entender! cómo! se! comportan! los! procesos! en! términos! generales! motiva! la! interiorización! de! las!
acciones! anteriormente! descritas! en! procesos! que! permitan! determinar! el! número! de! triángulos! y! la!
longitud!de!cada!segmento!para!cada!una!de!las!curvas!que!preceden!el!triángulo!de!Sierpinski,!esto!es!
plantear!el!término!general!de!cada!proceso!particular,!donde!! = 1, 2,…!!
Proceso!1:!!!! → !!3! !!→ !!3!!!!!!!!!!!!!!Proceso!2:!!!! → !! !!!!
Los!procesos!particulares!deben!ser!coordinados!en!un!único!proceso!para!dar!respuesta!a!la!pregunta.!
Sin!embargo,!esta!coordinación!no!es!sencilla!dada!la!naturaleza!de!los!procesos!particulares!(el!proceso!
1! es! divergente! y! el! proceso! 2! converge! a! cero).! El! individuo! puede! pensar! en! un! número! infinito! de!
segmentos! cada! uno! de! longitud! cero,! esto! puede! generar! que! empiece! a! argumentar! sus! posturas!
desde! sus! concepciones! primarias! y! lo! puede! evidenciar! con! afirmaciones! como! “el( perímetro( del(
triángulo( de( Sierpinski( es( cero( dado( que( la( suma( infinita( de( ceros( es( cero”.! La! necesidad! de! ver! los!
procesos! particulares! como! un! único! proceso! para! cada! una! de! las! curvas! precedentes! hará! que! el!
individuo!coordine!los!procesos!1!y!2,!no!entendemos!exactamente!cómo!ocurre!esta!coordinación!pero!
creemos!que!está!íntimamente!relacionada!con!la!característica!que!se!busca!analizar.!!
Los!procesos!coordinados!generan!un!único!proceso!que!permite!obtener! la! longitud!de! los! triángulos!
precedentes!al!triángulo!de!Sierpinski,!este!procesos!es,!desde!luego,!un!proceso!iterativo!infinito.!!
Proceso!Coordinado:!!!! → !!3! !! !!





cual! esperamos! que! proponga! el! límite! al! infinito! del! proceso! coordinado;! pero! no! basta! solo! con!







A! continuación! exponemos! el! caso! de! Julio,! un! estudiante! de! maestría! en! Matemáticas! que! logró!
construir! el! objeto! trascendente! a! partir! de! procesos( iterativos( infinitos.( Julio! realiza! las! primeras!









referencia!al! lado!del! triángulo! inicial)!pero!cada!vez!como!que!empiezo!a!hacer!el! fractal,!eso!es!curioso!









siendo! analizadas! en! nuestra! investigación! que! el! mecanismo! de! Completez! está! fuertemente!
relacionado! con! la! concepción! que! tenga! el! individuo! del! conjunto! de! los! números! naturales! y! del!
concepto! de! límite.! Lo! cual! puede! representar! la! diferencia! entre! la! solución! matemática! de! una!
situación!y!la!respectiva!concepción!que!el!individuo!construya.!Además,!tal!y!como!fue!planteado!en!la!
descomposición( genética( preliminar(hemos! podido! evidenciar! la! dificultad! que! se! genera! a! la! hora! de!
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